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Аннотация. Предложена методика численного исследования напряженно-деформированного состояния грунтового 

полупространства на основе соотношений нелинейной теории упругости. Рассмотрен пример расчета нежесткого 

дорожного покрытия с учетом взаимодействия с грунтовым основанием в плоской постановке задачи. Выполнен 

анализ влияния развития упругопластических деформаций на напряженно-деформированное состояние однородного 

изотропного грунтового полупространства. 
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да, предельное напряженное состояние, упругопластическая деформация. 

 

Актуальность темы 

 

В условиях увеличения интенсивности движения 
и нагрузок на дорожное полотно повышаются требо-

вания к транспортно-эксплуатационному состоянию 

автомобильных дорог. Опыт последних лет эксплуа-
тации автомобильных дорог показывает, что методи-

ка расчета нежестких дорожных одежд должна учи-

тывать и естественно прогнозировать не только 

упругие, но и пластические деформации. Однако, до 

настоящего времени не получены решения на долж-

ном теоретическом уровне и не установлены законо-

мерности процессов развития и накопления остаточ-

ных деформаций в слоях дорожных одежд и 

земляном полотне под воздействием многократно 

повторяющихся нагрузок от движущихся автомоби-

лей и погодно-климатических факторов. 
Поэтому возникает необходимость проведения 

детальных исследований по определению напряжен-

но-деформированного состояния (НДС) активного 

грунтового полупространства под дорожной одеждой 

нежесткого типа. 
 

Решение проблемы 

 

В предложенной методологии на основании ме-
тода конечных элементов (МКЭ) разработана числен-

ная методика исследования НДС комбинированного 

многослойного грунтового полупространства в пре-
дельном состоянии.  

Расчеты выполнены с использованием наиболее 
универсальной моментной схемы конечных элемен-

тов (МСКЭ) (Баженов et al. 2002; Сахаров 1974) в 
программном комплексе автоматизированных расче-
тов тонкостенных пространственных конструкций 

(KARTPK). Данный программный комплекс обеспе-
чивает высокую степень достоверности получаемых 
численных решений для класса задач расчета тонких 

упругих пластинок любой конфигурации (при нали-

чии ребер, вставок и прочих конструктивных особен-

ностей) на упругом основании, что подтверждалось 
множеством тестовых задач в различных постанов-
ках, результаты решений которых с достаточной точ-

ностью совпадали с соответствующими эталонными 

решениями. 

Программный комплекс применяется для реше-
ния реальных задач в промышленном и гражданском 

строительстве (Баженов et al. 2002; Баженов et al. 

2000; Шимановский, Цыхановский 2005; Цыхановс-
кий et al. 2008). 

Рассматривается постановка плоской задачи не-
линейно-деформируемого твердого тела с учетом 

геометрической и физической нелинейности с ис-
пользованием соотношений МСКЭ (Баженов et al. 
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2002; Сахаров 1974) при полилинейной аппроксима-
ции функций перемещений (Баженов at al. 2000). 

При моделировании полупространства предпола-
гается существенная неоднородность слоев грунта, а 
также наличие вкраплений, которые моделируют 
элементы дорожных конструкций, что обусловливает 
наличие концентрации напряжений и необходимость 
исследования полупространства в предельном состо-

янии. 

Предельное состояние грунта в рассматриваемой 

элементарной окрестности (конечном элементе (КЭ) 

адекватно такому напряженному состоянию, когда 
небольшое дополнительное воздействие может нару-
шить равновесие. Такое напряженное состояние ха-
рактеризуется еще и тем, что сопротивление сдвигу в 
элементарной области (КЭ) должно равняться пре-
дельному для рассматриваемого типа грунта. Такое 
состояние относится ко второй фазе предельных со-

стояний грунтов при обширном развитии сдвиговых 
деформаций в массиве грунта. Численное решение 
задачи устойчивости грунтовых массивов в этом слу-
чае осуществляется на основе предложенной в 
(Сахаров 1974; Оден 1976) методики с некоторыми 

уточнениями критерия текучести для грунтового по-

лупространства.  
Использование теории упругости при решении 

задач механики грунтов, обеспечивает достаточно 

точное описание НДС грунтового пространства в 
предельном и запредельном состоянии (Цытович; 

Харр 1971), при этом упругие физико-механические 
характеристики выбираются так, чтобы они отражали 

истинные физико-механические свойства грунтов. В 

предлагаемой модификации теории в приращениях 

(Харр 1971) найдены суммарные напряжения на 
предыдущем шаге итерационного нелинейного про-

цесса используются как начальные в последующем 

шаге удлинения (нагружения). 
 

 
ijijij σ+σ′=σ* ,  (1) 

 

тогда первый принцип виртуальной работы, для ста-
тических задач в актуальной конфигурации трехмер-

ного твердого тела, запишется в виде (Харр 1971): 
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где −σ′ij компоненты второго тензора начальных 

напряжений Пиола-Кирхгоффа; −σij компоненты 

приращений второго тензора напряжений Пиола-
Кирхгоффа; −δγ ij  вариации ковариантных компо-

нентов приращений тензора конечных деформаций 

Коши-Грина; −δ ′iu  вариации компонент вектора 
приращений перемещений (в глобальном декартовом 

базисе); −ρ ′ ii
q,  компоненты обобщенных векторов 

объемных и поверхностных сил, действующих на 
тело и отнесенных к начальной конфигурации. 

Исходя из положений теории в приращениях и 

используя соотношения интегрального закона состо-

яния (Харр 1971), имеем: 
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где ijklc  – компоненты тензора упругости твердого тела. 
Вариационное уравнение (3) описывает равнове-

сие элементарного объема любой сплошной среды, 

независимо от ее физико-механических характери-

стик. Для решения задач устойчивости грунтового 

полупространства в качестве исходных соотношений 

используются вариационные уравнения равновесия 
(3) и уравнения поверхности нагружения в шести-

мерном пространстве полных напряжений.  

Для плоской задачи нелинейной теории упруго-

сти вариационное уравнение (2) будет иметь вид: 
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где −∇+δ= β
⋅
β⋅

⋅
β⋅

kkk uS  компоненты тензоров преобра-
зования аффинных местных координат начальной и 

конечной конфигурации. 

В предлагаемой методике реализуется приклад-

ной подход вариационных принципов и теории пре-
дельного напряженного состояния деформируемого 

тела, когда полученные решения связаны с разделе-
нием вначале упругих областей на упругие и неупру-
гие с развивающимися зонами упругопластических 

(сдвиговых для грунтов) деформаций. Исходная рас-
четная конечноэлементная модель в процессе дефор-

мирования трансформируется в соответствии с кри-

терием текучести грунтового массива и разделяется 
на две области определения НДС: упругую и упруго-

пластическую. 

Определение влияния развития упруго-

пластических деформаций на НДС нежестких дорож-

ных одежд рассмотрено на примере расчета комби-

нированного многослоя (нежесткого покрытия, ис-
кусственного и грунтового основания) на прочность 
с использованием МСКЭ (Баженов 2002).  

Для решения поставленной задачи выполнено 

моделирование воздействия от шасси автомобиля 
Мерседес-Бенц 2632 + полуприцеп КAISER (рис. 1) с 
адекватным сведением к эквивалентной полосовой 

нагрузке.  
Расчетная нагрузка составляет: 
 

.кН21,69
max

109 ====
ер QQQQ  

 

Дискретная модель грунтового полупространства 
единичной толщины моделируется набором четырех-
угольных криволинейных КЭ (плоская задача), в 
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каждом из которых введен местный косоугольный 

базис ie
r

 с началом в центре КЭ. В качестве неизвест-
ных принято узловые перемещения КЭ в глобальной 

системе координат 321
0

′′′
ZZZ . Изменение перемеще-

ний в пределах КЭ определяется полилинейными 

функциями двух координат локальной поверхности 

грунтового полупространства :,
21
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Рис. 1. Схема шасси автомобиля 

 

Аппроксимация перемещений в пределах КЭ и 

функция формы совпадают так, что используемый КЭ 

является изопараметрическим. 

В конструкции нежесткого дорожного покрытия 
предусматривается: 

– асфальтобетон (два слоя – плотный и пори-

стый) общей толщиной 140 мм на БНД марки 60/90, 

расчетное сопротивление растяжению при изгибе 
0,8=btnR  МПа, Еа = 2550 МПа, 32,2=ρ  т/м3

; 

– искусственное основание толщиной 46 см: ще-
беночно-гравийно-песчаная смесь, укрепленная 
цементом уплотненная при соблюдении оптимальной 

влажности; слой песка средней крупности 20 см, 

261o =E  МПа, 9,1=ρ  т/м3
32,0o =ν . 

В активной зоне грунтового основания толщиной 

6,1 м наблюдаются следующие горизонтальные 
напластования: 

– глина пылеватая серая, полутвердая плотная с 
прослойками водонасыщенного песка – 2,3 м (ИГЭ-1 

– Ео = 21 МПа, 28,0o =ν , с = 0,054 МПа, o

19=ϕ , 

95,1=ρ т/м3
);  

– глина жесткая жирная, консистенция от по-

лутвердой до твердой – 1,2 м (ИГЭ-2 – Ео =15 МПа, 
30,0o =ν , с = 0,041 МПа, o

16=ϕ , 9,1=ρ  т/м3
); 

– песок среднезернистый, серо-желтый, средней 

плотности, сухой, местами маловлажный – 1,8 м 

(ИГЭ-3 – Ео = 40 МПа, vo = 0,32, с = 0, ϕ = 38°, 

ρ = 1,92 т/м3
);  

– глина песчаная серо-бурая, плотная, консистен-

ция от полутвердой до твердой – 0,8 м (ИГЭ-4 – Ео = 

42 МПа, vo = 0,31, с = 0,042 МПа, ϕ = 24°, 9,1=ρ  т/м3
). 

Суммарная толщина двухслойного нежесткого 

дорожного покрытия составляет  
 

 6,046,014,021 =+=+= ttttot  м.  

 

Для получения адекватной дискретной модели в 
плоской постановке задачи выполнены процедуры 

приведения исходных параметров к их эквивалент-
ному сечению.  

Интенсивность полосовой нагрузки приводится к 
нагрузке прямоугольной равномерно распределенной, 

которая действует на ограничивающей поверхности 

однородного изотропного полупространства с пара-
метрами bl × . Эта модель аппроксимации строится на 
основе основной задачи механики грунтов для одно-

родного изотропного пространства с нагрузкой, рас-
пределенной по прямоугольнику или при ∞=

b

l
 сво-

дится к полосовой нагрузке, когда напряжение сжатия 
по относительной глубине полупространства 

b

z
 

(Цытович) определяется по табулированной формуле:  
 

 
pkz o=σ ,    (6) 

 

где р – интенсивность нагрузки, ok  – коэффициент 
пропорциональности в центре прямоугольника по-

верхностного нагружения полупространства. 
Учитывая параметры эквивалентного сечения 

покрытия, искусственного основания и грунтового 

многослойного полупространства построена расчет-
ная схема для рассматриваемой задачи с учетом 

плоскости симметрии, проходящей через централь-
ную ось эквивалентного колесного отпечатка размер-

ностью a × a. Расчетный фрагмент полупространства 
имеет размеры: ширина – 175 см, глубина – 670 см, 

толщина – 1 см (рис. 2). Сеточная область расчетной 

схемы имеет размеры: S1= M1 = 2, S2 = M2 = 19, 

2333 == MS , т.е. 192× 23× , что соответствует 396 

конечным элементам (КЭ), числу узлов КЭ – 874 и 

числу разрешающих уравнений k = 2622. Граничные 
условия расчетного фрагмента следующие:  

1) по плоскости симметрии 
`3`1 OZZ  в глобальной 

системе координат накладываются связи на переме-
щения и углы поворота по направлению 

`2
Z ;  

2) по нижней грани фрагмента моделируется 
граница активной зоны грунтового основания, при 

этом накладываем связи по направлениям глобальной 

системы координат `2
Z  и 

`3
Z  (неподвижный шар-

нир);  
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Рис. 2. Расчетная схема многослойного полупространства с учетом включений (искусственное покрытие) 
 

3) по боковой правой грани – предельной гра-
нице расчетного фрагмента по длине вдоль коорди-

натной оси 
`2

Z  – накладываются связи только на 
перемещения по направлению 

`2
Z  (подвижный 

шарнир). 

Внешнее нагружение в виде полосовой нагрузки: 

по верхней ограничивающей поверхности полупро-

странства прикладывается равномерно распределен-

ная нагрузка интенсивностью 75,0=q  МПа на ин-

тервале по верхней кромке расчетной схемы с 
сеточными координатами узлов 233 =S ; 412 K=S . 

Горизонтальные слои, определяющие неодно-

родность полупространства, моделируются соответ-
ственно оболочечной областью с граничными узлами – 

начальным 1,1 32 == NN  и конечным ,192 =k  

43 =k  – и включениями типа 1–5, в том числе искус-
ственным основанием покрытия и эквивалентным 

слоем самого покрытия. 
Результаты исследования НДС рассматриваемо-

го полупространства конструкции дорожного покры-

тия нежесткого типа во взаимодействии с искус-
ственным и грунтовым основанием на глубину 6,70 м 
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представлены на рис. 3 в виде зон распространения 
упругих и упругопластических деформаций. 

Сдвиговые деформации незначительной величи-

ны (порядка 2,4
44

100,610
−−

⋅⋅ K ), наблюдаются в 
песчаном слое практически при нулевом удельном 

сцеплении с = 0,02 кгс/см2
. В нижележащем слое 

(песчаная глина, серо-зеленая) при с = 0,42 кгс/см2
 

пластические деформации не наблюдаются. Пласти-

ческие деформации в слоях облегченного покрытия и 

искусственного основания носят характер начального 

критического состояния, о чем свидетельствуют и их 

значения: 1,8
63

105,110
−−

⋅⋅ K . Уменьшение происхо-

дит по направлению 
`2

Z  – расширения сдвиговой 

области от плоскости симметрии к боковой границе 
полупространства.  
Численные исследования проводились при расче-

те с учетом развития пластических деформаций (ва-
риант 1) и без учета последних (вариант 2). Анализ 
результатов в характерных сечениях от дополнитель-
ной внешней нагрузки (по плоскости симметрии и 

ограничивающей верхней поверхности полупро-

странства) показывает, что разница варианта 1 и ва-
рианта 2 по максимальным перемещениям составляет  

 

( ) 13,107,92,10∆ 3
837

`3
837

3
837 −=−−−=−=

′′
uuu  мм; 

%08,11100
∆

3
837

3
837 ≅⋅′

u

u
. 

 

А по максимальным напряжениям: 

 

( ) 43,066,409,5∆ 33
799

33
799

33
799 −=−−−=σ−σ=σ  кгc/см2

; 

%48,8100
∆

33
799

33
799 ≅⋅

σ

σ
. 

 

При расчете c учетом развития пластических де-
формаций наблюдается некоторая концентрация в 
КЭ, примыкающих к поверхности нагружения. 

 

 
Рис. 3. Области развития зон упругопластических деформаций: □ – упругие области;  ×  – области пластических 

деформаций 
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Выводы 

 

Приведена методика и ее численная реализация на 
основе соотношений нелинейной теории упругости 

исследования НДС активной зоны грунтового полу-
пространства. Разработана модель упругого полупро-

странства с описанием многослойных включений и 

реальными физико-механическими характеристиками 

грунтов на основе инженерно-геологических разрезов. 

Выполнен анализ влияния развития упругопла-
стических деформаций на напряженно-деформи-

рованное состояние однородного изотропного грун-

тового полупространства. 
Предложенная методика исследования НДС до-

рожного покрытия при его взаимодействии с элемен-

тами грунтового полупространства может применять-
ся при расчетах дорожных одежд нежесткого типа 
при статических нагружениях. 
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